






































*1 この方法の超対称な場合は文献 [13] で与えられている．代数的方法で文献 [11] とは異なる方法として文献 [14] が
ある．
*2 共変的カレントの functional curl は共変的カレントの異常交換関係（covariant commutator anomaly）にも現
れる [22, 23]．
3
共変的カレントの functional curl は複数の著者により議論されている [18, 19, 21–24]．　
Fujikawaと Suzuki [18]は functional curlと共変的異常項との関係式の形式的なレベルの証明を
与えた．この関係式は Banerjeeら [15]が functional curlがデルタ関数型の振る舞いをするとい
うことを用いることによって導出したものである．Ohshimaら [19]は超対称なカイラルゲージ理
論において共変的カレントの functional curl を評価した．この functional curlはフーリエ変換を
用いて 4 次元で具体的に評価された．Banerjee らとは異なる動機から Qiu と Ren [24] は時空点




る [16,17,20]．Osabeと Suzuki [20]は共変的カレントと整合的カレントを異なる指数関数型の正
則化因子を用いて定義し，それらのカレントの差を議論した．Banerjeeらは文献 [15]の方法で有
効作用を共変的なカレントを用いて定義し，そこから得られる共変的カレントと整合的カレントの





られてきたが，functional curl のような２点関数には用いられてこなかった．我々は functional
curlにもこの方法が適用できることを示し，具体的に functional curlの値を求めることに成功し
た [26]．得られた結果は Banerjee らや Fujikawa らの結果 [15, 18] を再現する．この結果は任意
の偶数次元において functional curlのデルタ関数型の振る舞いの直接的な別証明を与える．また，
Osabeと Suzukiの共変的カレントと整合的カレントの差 [20]を計算するためにも functional curl
に対して開発したヒートカーネルの方法 [26] を適用することができ，具体的に２次元と４次元でこ























































第 6章　共変的カレントの functional curlを具体的に評価する．Fujikawaと Suzukiによる形
式的なレベルでの評価と我々が行なったヒートカーネルの方法を用いた直接的なレベ
ルでの評価について述べる．
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とする．n個の αa (a = 1, 2, · · · , n)を連続定数パラメータとする無限小変換
ϕ′A(x) = ϕA(x) + δϕA(x)








′A) = L (ϕA, ∂µϕA) . (1.3)




































































次に，Noether の第 1 定理の具体例を見る．D 次元時空において Dirac 場 ψA(x) (A =














ψ1(x), ψ2(x), · · · , ψN (x)
)
(1.12)





を満たす（ηµν = diag(1,−1, · · · ,−1)）．
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N ×N のユニタリー行列（付録 A参照）U を
U = eiα
aTa (1.13)
と表す．ただし，変換パラメータ αa は連続な実定数であり，T a はエルミート行列である．aの範
囲は a = 1 ∼ N2 である．
ラグランジアン（1.11）は，以下の変換{
　　ψ(x)→ ψ′(x) = Uψ(x)

















µa(x) = 0 (1.16)
が得られる．ただし，Jµa(x)は




一般の連続群 Gの N ×N の表現行列 U による大局的変換
ϕ(x)→ ϕ′(x) = Uϕ(x) (1.18)
のもとで不変な理論を考える．ラグランジアンを L(ϕ, ∂µϕ)とすれば
L(ϕ, ∂µϕ) = L(Uϕ,U∂µϕ) (1.19)
である．ただし，
∂µ(Uϕ) = U∂µϕ (1.20)
を用いた．次に，U を xの関数とした局所変換
ϕ(x)→ ϕ′(x) = U(x)ϕ(x) (1.21)
を考える．これを局所ゲージ変換という．∂µϕ(x) はこの変換 (1.21) のもとで共変的に変換し
ない：









を導入する．ただし，N ×N 行列 T a は連続群 Gの表現行列である．そして，∂µϕ(x)に以下の置
き換え






′(x) = U(x)Dµϕ(x). (1.26)
ただし，D′µ = ∂µ + iA
′
µ(x) である．(1.24) の置き換えをしたラグランジアン L(ϕ,Dµϕ) は局所
ゲージ変換 (1.21)，(1.26)のもとで不変である．変換 (1.26)より Aµ(x)の変換則
A′µ(x) = U(x)Aµ(x)U
−1(x)− i U(x)∂µU−1(x) (1.27)
が得られる．右辺第 1項は Aµ(x)が共変的に変換した項であり，第 2項は共変的に変換しなかっ
た項である．(1.27)は Aµ(x)の局所ゲージ変換と呼ばれる．
局所ゲージ変換のもとでの対称性を局所ゲージ対称性という．一般に，局所ゲージ対称性を持つ

















































F aµν(x) = ∂µA
a
ν(x)− ∂νAaµ(x)− fabcAbµ(x)Acν(x) (1.33)
が得られる．ただし，fabc は連続群 Gの構造定数である．
式（1.29）の局所ゲージ変換より Fµν(x)の局所ゲージ変換のもとでの変換則
































とした．この式の右辺第 2項は Aµ(x)が群 Gの随伴（adjoint）表現として共変的に変換した項で
あり，第 1項はそのように変換しなかった項である．Dµα(x)は随伴表現に従う場 α(x)に対する
共変微分と呼ばれる．Aµ(x) = Aaµ(x)T
a, α(x) = αa(x)T a を式（1.37）に用いると，







ゲージ場の強さ Fµν(x)の局所ゲージ変換（1.34）に (1.13)を用い，αa(x)≪ 1とすると，Fµν(x)
の無限小局所ゲージ変換が得られる：














が得られる．Fµν(x) = F aµν(x)T
a, α(x) = αa(x)T a をこの式に用いると，

























































ϕ = 0 (1.49)
が得られる．ϕは任意関数であるから外すと，結局
DµFνλ +DνFλµ +DλFµν = 0 (1.50)





(Xµνλ +Xνλµ +Xλµν −Xµλν −Xλνµ −Xνµλ) . (1.51)
とくに，














　ϕ(x)→ ϕ′(x) = U(x)ϕ(x)　 (1.55)
Aµ(x)→ A′µ(x) = U(x)Aµ(x)U−1(x)− i U(x)∂µU−1(x) (1.56)
のもとで不変なラグランジアン










δϕ(x) = iα(x)ϕ(x) (1.58)





































































































は ηµν = −δµν である．T a は群 Gの N 次元ユニタリー表現の生成子であり，エルミートである．
また，γµ は反エルミートな Diracのガンマ行列であり，反交換関係 {γµ, γν} = −2δµν を満たす．
ラグランジアン (2.1)はゲージ理論としての局所ゲージ不変性を持ち，この他に軸性 U(1)変換
ψ → ψ′ = eiαγ5ψ (2.2)
ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄eiαγ5 (2.3)











ときの Jµ5 (x)の真空期待値 ⟨J
µ
5 (x)⟩は




















な正則化が必要である．⟨Jµ5 (x)⟩に cut-offパラメータ sを有限な値として Gauss型の共変的な正
則化因子（regulator）e−s̸D
2
をかけて紫外発散を有限に抑えて計算し，最終的に s → 0の極限を
とるとすると，共変的軸性ベクトルカレント ⟨Jµ5 (x)⟩cov は










と書ける．(2.10) で最初に s→ 0をとると正則化する前の式 (2.8)に戻る．この式の発散をとると























が得られる．ただし，/∂ = γµ∂µ であり，最初に
∂′µδ(x− x′) = −∂µδ(x− x′) (2.12)

























































+ · · · . (G.7)
この式の右辺の · · · の項に含まれるガンマ行列の個数は 2k より少ない．s→ 0の極限で sの次数
が 0より高いオーダーの項は消えることを考慮すると，(2.16) で生き残る項の添え字 k は条件
k − n ≤ 0 (2.17)
を満たすことがわかる．さらに，スピノールの添え字に対するトレースで残る項は γ5 があるため
最低 2n個のガンマ行列を含んでいなければならない．上で述べたように，ak(x, x)は最大 2k 個
の γµ を含む． したがって，生き残る項の添え字 k は条件
2k ≥ 2n. (2.18)
を満たす．条件 (2.17)と (2.18)より
k = n (2.19)
が得られる．したがって，(2.13)は







εµ1ν1···µnνntrFµ1ν1(x) · · ·Fµnνn(x) ̸= 0 (2.20)
と求まる．ただし，スピノールの添え字に対するトレース trγ5γµ1γν1 · · · γµnγνn =
2n(−i)nεµ1ν1···µnνn を用いた．εµ1ν1···µnνn は完全反対称テンソルで ε12···2n = 1 であり，


















を考える．ただし，ψ(x)，ψ(x) は Dirac 場であり，Aaµ(x) はゲージ場である．T
a は群 G の N
次元ユニタリー表現の生成子であり，エルミートである．最右辺 ( )内の第２項は，Dirac場




ψ(x)→ ψ′(x) = eiα(x)
1− γ5
2 ψ(x)　 (2.22)
ψ(x)→ ψ′(x) = ψ(x) e−iα(x)
1+ γ5
2 　 (2.23)










δψ(x) = − i ψ(x)α(x)1 + γ5
2
(2.26)

















ψ, ψ を経路積分で量子化したときのカレント (2.29)の真空期待値 ⟨Jµa(x)⟩は
⟨Jµa(x)⟩[Abν ] =
∫





















































であるから，D はエルミートではない．D のエルミート共役 D† は，












エルミート演算子として D†D と DD† を考える．λ2n を D
























Dϕn = λn φn (2.40)
によって φn を定義する．これより，
D†φn = λn ϕn (2.41)
26




を満たす．すなわち，φn はエルミート演算子 DD† の固有関数であり，対応する固有値は λ2n で
ある．
λn = 0の場合は，式（2.37）より，















Dϕn = 0 (2.46)
が得られる．同様に，DD† のゼロ固有値に属する固有関数 φn,
DD†φn = 0 (2.47)
は，
D†φn = 0 (2.48)
を満たす．このように，λn = 0の場合は ϕn と φn に λn ̸= 0の場合のような対応関係は無い．以
























































































の expの Taylor展開を考える．Grassmann数の性質から，l = mのとき，∫ ∏
n







daN · · · da1db̄1 · · · db̄N b̄l al
(


















































ただし，sは cut-offパラメータである（実際に，共変的 カレント ⟨Jµa(x)⟩cov がゲージ場 Aµ(x)
の局所ゲージ変換のもとで随伴表現の変換則に従って変換することは，付録 C参照）．(2.59)で最













































































′) = δ(x− x′) (2.61)


















共変的 カレント (2.62)の共変微分による発散をとり，それを Gacov(x)と書く:
Gacov(x) = Dµ⟨Jµa(x)⟩cov∂µ⟨Jµa(x)⟩cov − fabcAbµ(x)⟨Jµc(x)⟩cov. (2.63)
(2.62)の発散をとると






























































となる．ただし，/∂ = γµ∂µ であり，1行目で
∂′µδ(x− x′) = −∂µδ(x− x′) (2.65)
を用い，2行目で /∂ = /D − i/A，/A = γµAµ を用い，3行目で





















































K̃(x, x′; s) = ⟨x|e−s(̸D
2+Λ)|x′⟩ (2.71)
の展開




















































+ · · · . (2.75)
ただし，右辺第 1項はガンマ行列を最大 2k 個含み，第 2項以降の · · · の項に含まれるガンマ行列
の個数は 2kより少ない．(2.73)の s→ 0の極限で sの次数が 0次より高いオーダーの項は消える
ことを考慮すると生き残る項の添え字 k は条件
k − n− 1 ≤ 0 (2.76)
を満たすことがわかる．さらに，スピノールの添え字に対するトレースで残る項は γ5 があるため
最低 2n個のガンマ行列を含んでいなければならない．上で述べたように，ãk(x, x)は最大 2k 個
の γµ を含む．したがって，生き残る項の添え字 k は条件
2k ≥ 2n (2.77)
を満たす．条件 (2.76)と (2.77)より
k = n, n+ 1 (2.78)
が得られる．したがって，(2.73)は












































εµ1ν1···µnνnTrΛFµ1ν1 · · ·Fµnνn (2.80)
31
と得られる．(2.79)の 1行目では ãn の Λ 1次の項にはガンマ行列が (2n− 2)個しか含まれないの





εµ1ν1···µnνntrT aFµ1ν1(x) · · ·Fµnνn(x) (2.81)
が得られる．(2.81)を共変的ゲージ異常項 [1, 2]という．(2.81)の導出でヒートカーネルの展開係





































































⟨Jµa(x)⟩cons = 0. (3.5)
もし，Wreg[Abν ] がゲージ不変であるならば，⟨Jµa(x)⟩cons はゲージ変換のもとで共変的に変換
する．ところが，異常項が現れるゲージ理論においては Wreg[Abν ] はゲージ不変ではないので，
⟨Jµa(x)⟩cons は共変的に変換しない．
第 2 章で述べたように，共変的カレント ⟨Jµa(x)⟩cov はゲージ変換のもとで共変的になるよう
に正則化されたカレントの期待値である．⟨Jµa(x)⟩cons とは対照的に ⟨Jµa(x)⟩cov はゲージ変換





Gacov(x) = Dµ⟨Jµa(x)⟩cov (3.6)
と













δAaµ(x) = − ∂µαa(x) + fabcAbµ(x)αc(x) (1.39)
35
のもとで，どのように変化するかを考える：
f [Adν ]→ f [A′dν ] = f [Adν + δAdν ]
= f [Adν ] + δf [A
d
ν ] . (3.8)
δf [Adν ]を計算すると，









































= fabcδ(x− x′)Lc(x) (3.11)
を満たすことがわかる．
整合的カレントの無限小ゲージ変換



















































′)− Lb(x′)Gacons(x) = fabcδ(x− x′)Gccons(x) (3.16)
が得られる．これをWess–Zuminoの整合性条件という．
共変的カレントの無限小ゲージ変換
3.1節で述べたように，共変的カレント ⟨Jµa(x)⟩cov は，ゲージ場 Aaµ(x)の無限小ゲージ変換の
もとで































b δ(x− x′)− f bedAeµ(x′)δ(x− x′) (3.22)
となることを用いると，式（3.20）は，





b δ(x− x′)− f bedAeµ(x′)δ(x− x′)
}
⟨Jµc(x)⟩cov
= −fabc∂µ {δ(x− x′)⟨Jµc(x)⟩cov}+ fadcf cbeδ(x− x′)Adµ(x)⟨Jµe(x)⟩cov (3.23)
となる．さらに，この式の左辺第３項と右辺第２項で，Jacobi恒等式（A.31）
fabef ced + f bcefaed + f caef bed = 0 (A.31)
を用いると，
Lb(x′)Gacov(x) = −fabc∂′µ (δ(x− x′)⟨Jµc(x)⟩cov)− fabc∂µ (δ(x− x′)⟨Jµc(x)⟩cov)
+ f badfedcAeµδ(x− x′)⟨Jµc(x)⟩cov　 (3.24)
となる．右辺を整理すると，共変的異常項の変換則









′) = 0,すなわち， 整合的異常項が現れないとき，
Lb(x′) ⟨J µa(x)⟩cons = −fabcδ(x− x′) ⟨Jµc(x )⟩cons (3.27)
となる．このとき，整合的カレント ⟨J µa(x)⟩cons はゲージ変換のもとで共変的に変換する．した
がって，このとき，整合的カレントは共変的カレントでもあるから





が得られる．この式でいま，Gacons = 0 であるから，G
a

























µ1 · · · dxµp (4.1)
で定義する．ただし，
dxµkdxµl = −dxµldxµk (4.2)
である．また，ωµ1···µp は rank pの反対称テンソル場である．0-formは





d = dxµ∂µ (4.4)





















ただし，C は左辺の積分領域であり，∂C は C の境界である．
交換子積の定義
行列値の微分形式に対して交換子積は










Aµ = −iAaµλa (4.11)
で定義する．この章でのゲージ場の notation は前章までと異なることに注意する．ただし，
Aaµ ∈ R であり，λa はゲージ群の生成子で (λa)† = λa である．これも前章までとは異なる
notationである．一般の場 ϕに対する共変微分を














F = dA+A2 (4.16)
が得られる．
随伴表現に従う場に対する共変微分





µdxµ1dxµ2 · · · dxµp (4.17)
で定義する．ただし，
DµXµ1···µp = ∂µXµ1···µp + [Aµ, Xµ1···µp ] (4.18)
である．共変微分の notationが前章までの共変微分と異なることに注意する．(4.17)の右辺を変
形すると
DX(p) = dX(p) + [A,X(p)] (4.19)
が得られる．随伴表現に従う 2つの場 X(p)，Y (q) の積に対する共変微分に対して





DρFµν +DµFνρ +DνFρµ = 0 (4.21)
の両辺に 1/3dxρdxµdxν をかけると
DF = 0 (4.22)
が得られる．この式は F = dA+A2 の外微分からも得られる．
整合的ゲージ異常項
ゲージ変換を TΛ で表す．ゲージ場 A (4.13)に対しては
TΛA = dΛ + [A,Λ] (4.23)
となる．ただし，Λはゲージ変換の変換パラメータである．正則化された有効作用Wreg[A]のゲー
ジ変換で整合的ゲージ異常項 Gcons は次のように与えられる：










であり，時空次元を ν とした．整合的カレント (4.27)の notationは第 3章とは異なることに注意
する．整合的異常項 Gcons はWess–Zuminoの整合性条件
TΛ1(Λ2 ·Gcons)− TΛ2(Λ1 ·Gcons) = [Λ1,Λ2] ·Gcons (4.28)
を満たす．以下では，代数的方法と呼ばれる Chern–Simons formを用いる方法で (4.28)の一般解
として整合的異常項 Gcons を求める．
Chern–Simons form
以下で定義される symmetric invariant polynomial P (F1, F2, · · · , Fn) を考える．ただし，
Fi(i = 1, 2, · · · , n)は Lie代数の要素である．P (F1, F2, · · · , Fn)は以下の性質を持つ：
1. P の値は実数あるいは複素数．
2. 任意の 2つの Fi の入れ替えで不変
任意の i，j に対して
P (F1, · · · , Fi, · · · , Fj , · · · , Fn) = P (F1, · · · , Fj , · · · , Fi, · · · , Fn). (4.29)
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3. 各変数に関して線形（多重線形）
P (F1, · · · , αFi + βF ′i , Fi+1, · · · , Fn)
= αP (F1, · · · , Fi, Fi+1, · · · , Fn) + βP (F1, · · · , F ′i , Fi+1, · · · , Fn). (4.30)
4. ゲージ対称性
任意の N ×N 行列 Λに対して
P ([F1,Λ], F2, · · · , Fn) + P (F1, [F2,Λ], · · · , Fn) + · · ·+ P (F1, · · · , Fn−1, [Fn,Λ]) = 0. (4.31)
ここで，場の強さ F (4.15)を用いて F = F1 = F2 = · · · = Fn と P の変数を formに拡張して，
Bianchi恒等式
dF + [A,F ] = 0 (4.32)
を用いると
dP (F, · · · , F ) = 0 (4.33)
が得られる．ただし，上述の P の性質 3と 4を用いた．ここで，tを実数として
At = tA (4.34)
Ft = tdA+ t
2A2 (4.35)
と置く．P の性質 2と 3を用いると
d
dt




P (Ft, · · · , Ft) = ndP (A,Ft, · · · , Ft) (4.37)
が得られる．この式を tに関して 0から 1まで積分すると
P (F, · · · , F ) = dω2n−1(A,F ) (4.38)
が得られる．ただし，
ω2n−1(A,F ) = n
∫ 1
0
dtP (Ft, · · · , Ft, A) (4.39)
とした．ω2n−1 は Chern–Simons form，(4.38)は転入公式（transgression formula）と呼ばれる．
BRST変換
v = −ivaλa (4.40)
とする．ただし，va は実 Grassmann数の場 [59]
{va, vb} = 0 (4.41)
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で
{va, dxµ} = 0 (4.42)
を満たすとする，BRST変換 [60–62]を
δBA = −Dv = −dv − {A, v} (4.43)
δBv = −v2 (4.44)
δBF = Fv − vF (4.45)
で定義する．δB は
δ2B = dδB + δBd = 0 (4.46)
を満たす．
descent equation
A = A+ v (4.47)
を導入し，それに対応する field strengthを
F = (d+ δB)A+A2 (4.48)
とする．(4.43)と (4.44)を用いると
F = F (4.49)
が得られる．これを水平性条件（horizontality condition）という．tを実数として
At = tA (4.50)




P (Ft, · · · ,Ft) = n(d+ δB)P (A,Ft, · · · ,Ft) (4.52)
が得られる．この式の両辺を tに関して 0から 1まで積分すると





dtP (A,Ft, · · · ,Ft) (4.54)
である．
(4.49)より
P (F , · · · ,F) = P (F, · · · , F ) (4.55)
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が得られる．この式に (4.38)と (4.53)を用いると
(d+ δB)ω2n−1(A+ v, F ) = dω2n−1(A,F ) (4.56)
が得られる．ここで，ω2n−1(A+ v, F )を v の冪で展開する：
ω2n−1(A+ v, F ) = ω
0
2n−1(A,F ) + ω
1
2n−2(v,A, F ) + · · ·+ ω2n−10 (v). (4.57)
















0 = 0, (4.60)
δBω
2n−1






ω12n−2 = 0 (4.62)
が得られる．一方．有効作用Wreg[A]の BRST変換から整合的ゲージ異常項 Gacons






δB(v ·Gcons) = 0 (4.65)
が得られる．この式はWess–Zuminoの整合性条件 (4.28)
TΛ1(Λ2 ·Gcons)− TΛ2(Λ1 ·Gcons) = [Λ1,Λ2] ·Gcons (4.28)
と同等である．式 (4.65)の解として (4.62)より
v ·Gcons(A,F ) =
∫





dtP (A,Ft, · · · ,Ft) (4.54)
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の右辺に
Ft = Ft + (t2 − t){A, v}+ (t2 − t)v2 (4.67)
を用い v の 1次で展開すると，(4.66)の右辺は∫





P (dv,A, Ft, · · · , Ft) (4.68)
となる．したがって，整合的ゲージ異常項 Gcons(A,F )は，結局









δA = B (4.70)
と置くと，これによるWreg[A]の変分から
δWreg[A] = B · Jcons (4.71)
が得られる．ただし，Jcons は整合的カレントであり，
B · Jcons =
∫







µ1 · · · dxµν−1 (4.73)
である．ここで，
(δTΛ − TΛδ)Wreg[A] = [B,Λ] · Jcons (4.74)
である．これに (4.24)と (4.71)を用いるとゲージ変換のもとでの整合的カレントの変換則
TΛ(B · Jcons) = B · [Jcons,Λ] + δ(Λ ·Gcons) (4.75)
が得られる．この式の右辺第 1項は整合的カレントが随伴表現の変換則に従って変換した項，第 2
項はその変換則に従わなかった項を示す．いま，B がゲージ変換 TΛ のもとで
TΛB = [B,Λ] (4.76)
と随伴表現の変換則に従って変換することを要請すると
(δTΛ − TΛδ)Wreg[A] = 0 (4.77)
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が得られる．これに (4.24)と (4.71)を用いると
TΛ(B · Jcons) = δ(Λ ·Gcons) (4.78)





Jcov = Jcons +X(x). (4.79)
共変的ゲージ異常項 Gcov は共変的カレント Jcov の共変発散で与えられる：
Gcov = −DJcov. (4.80)
これに (4.79)を用いると，整合的ゲージ異常項と共変的ゲージ異常項との関係式




TΛJcov = [Jcov,Λ] (4.82)
と変換する．この式を用いると
TΛ(B · Jcov) = 0 (4.83)
が得られる．この式に (4.78)と (4.79)を用いると
TΛ(B ·X) = −δ(Λ ·Gcons[A,F ]) (4.84)
が得られる．これが整合的ゲージ異常項により X を定める式である．これと (4.66)
v ·Gcons(A,F ) =
∫
ω12n−2(v,A, F ) (4.66)
より
δB(B ·X) = −δ
∫




δA = B, (4.86)
δF = dB + {A,B}, (4.87)
δv = 0 (4.88)
において
δ = dl + ld (4.89)
と置く．このとき，lは上の 3つの式を再現するために
lA = 0, (4.90)
lF = B, (4.91)
lv = 0, (4.92)
lB = 0, (4.93)










































が得られる．ただし，1行目の右辺第 1項で Stokesの定理を用い，2行目の第 1項で Ωの境界上
で任意の B に対して lω12n−2 = 0 であることを用いた．また，最後に上付きの添え字 0 を省略し
た．(4.96)を (4.85)に用いると




B ·X = −
∫
lω2n−1 (4.98)




Ft = tF + (t
2 − t)A2 (4.99)
の両辺に lを作用させると
lFt = tB (4.100)
となる．これと (4.39)
ω2n−1(A,F ) = n
∫ 1
0
dtP (Ft, · · · , Ft, A) (4.39)
を用いると (4.98)から





P (B,A, Ft, · · · , Ft) (4.101)
が得られる．いま，B は任意だから
B = −θDv (4.102)
とできる．ただし，θ は
{θ, va} = 0, (4.103)
{θ, dxµ} = 0 (4.104)
を満たす．
Dv ·X = v ·DX (4.105)
と (4.102)を (4.101)に用いると









ω12n−2(v,A, F ) (4.66)
に (4.68) ∫





P (dv,A, Ft, · · · , Ft) (4.68)
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に代入したものと (4.106)を用いると，共変的ゲージ異常項は，結局




















P (v, Ft, · · · , Ft)
= n
∫

















Banerjee ら [15] に従い，共変的カレントと整合的カレントとの関係式を導出する．有効作用


























を得る．ただし，Wg=0 の項は Aaµ に関して定数なので落とした．カレントの期待値の定義 (3.3)
から (5.3)を
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⟨Jµa(x)⟩g = ⟨Jµa(x)⟩[gAbν ] (5.5)
を用いた．(5.4)はカレント ⟨Jµa(x)⟩g がまだ正則化されてないので形式的な意味しか持っていな
い．文献 [15]の処方の重要な点は，正則化された有効作用W [Aaµ]reg を構成するために，(5.4)に
おいて共変的カレント ⟨Jµa(x)⟩gcov = ⟨Jµa(x)⟩cov[gAbν ] を ⟨Jµa(x)⟩g に代入することである：

























































ただし，2行目の第 1項に部分積分を適用し，最終行では g 依存性が gAaµ を通してだけ現れるこ
とを用いた．最終行第 2 項の被積分関数に共変的カレントの functional curl が現れる．(5.7) の








で Aaµ に gA
a
µ を代入すれば得られる．異常項が現れる理論においては共変的カレントは積分可
























ac∂µ − fadcAdµ である．







∝ δ(x− x′) (5.10)

















えた文献 [15]の議論において (5.10)の役割は重要である．しかし，文献 [15]には (5.10)の詳細な
証明は示されていない．これらのことから，次章では functional curlがデルタ関数に比例するこ
との詳細な証明を与える．
その前に，次節 5.2では Banerjeeらによる functional curlの評価を見る．
5.2 Banerjeeらによる共変的カレントの functional curlの評価





















δ bc∂′ν − f becAeν(x′)
}









δ bc∂′ν − f becAeν(x′)
}









= f bacδ(x− x′)⟨Jµc(x )⟩cov (5.14)
と書ける．これを式（5.12）の最右辺第２項に代入し，整理すると，{
















































































εµνµ1ν1···µn−1νn−1StrT bT cFµ1ν1 · · ·Fµn−1νn−1δ(x− x′) (5.20)
が得られる．ただし，記号 Strはゲージ群の生成子 T a に関して完全に対称化したもののトレース



























































∝ δ(x− x′). (5.24)











≡ Tµν ab(x′)δ(x− x′) (5.25)
の形に表すことができる．ここで，Tµν ab(x′)は微分演算子を含まない適当な関数である．これを
用いると，式（5.23）は，{
δ cb∂′ν − f cebAeν(x′)
}




δ cb∂′ν − f cebAeν(x′)
}
δ(x− x′) = 0 (5.27)
と変形できる．これより，









































この章では，最初に Fujikawaと Suzuki [18]による共変的カレントの functional curlの形式的
なレベルでの評価を述べる．そして，彼らが得た表式は Banerjeeら [15]の functional curlと共
変的ゲージ異常項との関係式に一致することが示される．次に，我々が行ったヒートカーネルの方
法を用いた functional curlの直接的なレベルでの評価 [26] について述べる．この評価により得ら
れた結果も上述の Banerjeeらの結果を再現することが示される．Fujikawaらと我々の評価はどち
らも functional curlがデルタ関数に比例するということの証明になっている．
6.1 Fujikawaと Suzukiによる形式的なレベルでの functional curl
の評価







































































































































































を (6.3)の 2行目の Tr内の第 2項に代入すると


























































































































































































































































εµ1ν1···µnνntrT aFµ1ν1(x) · · ·Fµnνn(x) (2.81)


























dαK(x′, x; (1− α)s)γµT aK(x, x′;αs) (6.13)
と表される．ただし，K(x, x′; s)は






































′; s) = −□K0(x, x′; s), K0(x, x′; 0) = δ(x− x′) (6.18)
を満たす．ただし，□ = ∂µ∂µ である． (6.18)の形式的な解は
K0(x, x
′; s) = e−s□δ(x− x′) (6.19)












dα(1− α)k+mαl+m = (k +m)!(l +m)!
(k + l + 2m+ 1)!
(6.21)
とから (6.16)は







(k + l + 2m+ 1)!
s1+k+l+m−n
× trγ5γνT bak(x′, x)γµT aal(x, x′)(−□)mδ(x− x′) (6.22)
と書ける．sの次数のオーダーが 0次より高い項は s→ 0の極限で消えることに注意すると，生き
残る項の添え字 k, l, mは条件
1 + k + l +m− n ≤ 0 (6.23)
を満たすことがわかる．さらに，スピノールの添え字に対するトレースで残る項は γ5 があるため
最低 2n個のガンマ行列を含んでいなければならない．付録 Gで示されるように，ak(x, x′)は最
大 2k 個のガンマ行列を含む． したがって，生き残る項の添え字 k と lは条件
2 + 2k + 2l ≥ 2n (6.24)
を満たす．条件 (6.23)と (6.24)より
m = 0, (6.25)











µT aan−k−1(x, x)δ(x− x′) (6.27)









+ · · · (G.7)











εµνµ1ν1···µn−1νn−1StrT aT bFµ1ν1 · · ·Fµn−1νn−1δ(x− x′) (6.28)
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e−s̸D ̸ ∂δ(x− x′) (7.1)
と定義した．e−s̸D ̸ ∂ は正則化因子である．このカレントが整合的カレントであることは，(7.1)の
共変発散から得られる整合的異常項 Gacons




















で整合性条件を導出し直す：ゲージ変換の変換パラメータを α(x) = αa(x)T a とし，ゲージ場 Aµ
に対するゲージ変換を
δαAµ = −∂µα+ i[α,Aµ] (7.4)
と書く．これを用いると
[δα1 , δα2 ]Aµ = −iδ[α1,α2]Aµ (7.5)
が得られる．さらに，ゲージ場 Aµ の任意汎関数 f [A]に対して






































= −iδ[α1,α2]f [A] (7.6)
が得られる．ただし，1行目で積分可能条件と (7.5)を用いた．(7.6)から f [A]をはずすと

















































e−(1−β)s̸D ̸ ∂ [α1, /D]/∂e
−βs̸D ̸ ∂ − 1− γ5
2
e−(1−β)s̸ ∂ ̸D/∂[α1, /D]e

























e−(1−β)s̸D ̸ ∂ [α2, /D]/∂e
−βs̸D ̸ ∂ − 1− γ5
2
e−(1−β)s̸ ∂ ̸D/∂[α2, /D]e










−βs ̸D ̸ ∂ − 1− γ5
2
/∂e−(1−β)s̸D ̸ ∂α1e

















e−(1−β)s̸D ̸ ∂ /D/∂α1e
−βs ̸D ̸ ∂ − 1− γ5
2




e−(1−β)s̸D ̸ ∂ /Dα1/∂e
−βs ̸D ̸ ∂ +
1− γ5
2
e−(1−β)s̸ ∂ ̸Dα1/∂ /De









e−(1−β)s̸D ̸ ∂ /D[α1, /∂]e
−βs ̸D ̸ ∂ − 1− γ5
2
e−(1−β)s ̸ ∂ ̸D[α1, /∂] /De
−βs ̸ ∂ ̸D
)
(7.12)
が得られる．ただし，2行目で Trの性質を，3行目で任意の演算子 X，Y に対して成り立つ


















e−(1−β)s̸D ̸ ∂ [α1, /D]/∂e
−βs ̸D ̸ ∂ − 1− γ5
2
e−(1−β)s ̸ ∂ ̸D/∂[α1, /D]e









e−(1−β)s̸D ̸ ∂ /D[α1, /∂]e
−βs ̸D ̸ ∂ − 1− γ5
2
e−(1−β)s̸ ∂ ̸D[α1, /∂] /De









e−(1−β)s̸D ̸ ∂ [α1, /D/∂]e
−βs ̸D ̸ ∂ − 1− γ5
2
e−(1−β)s ̸ ∂ ̸D[α1, /∂ /D]e































































明できる [26]： /Dg = γµDgµ = γ
µ(∂µ + igAµ) を導入し，等式
e−s̸D
2



































































e−s̸D ̸Dg /D = /De−s̸Dg ̸D. (7.19)





′; s) = ⟨x|e−s̸D ̸Dg |x′⟩, (7.20)
K̃g(x, x


















′; (1− α)s)/A′Kg(x′, x;αs), (7.22)
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と表す．ただし，/A′ = γνAν(x′)である．また，パリティが保存しない項だけが異常項に寄与する
ので，パリティが保存する項は除いた．Kg と K̃g は独立ではない．実際，関係式





′; s) = Kg(x
′, x; s)†. (7.24)



































































(k + l + 2m+ 1)!
s1+k+l+m−n
× trγ5γµT ab̃k(x, x′)/A′bl(x′, x)(−□)mδ(x− x′) (7.29)
となる．右辺において s → 0の極限で sの次数が 0次より高い項は消えるので，生き残る項の添
え字 k, l, mは条件
1 + k + l +m− n ≤ 0 (7.30)
を満たす．
以下では，2次元と 4次元で考える．
2次元 (n = 1)では，条件 (7.30)は
k + l +m ≤ 0, (7.31)
となる．これは k = l = m = 0を意味する．したがって，(7.29)より


















が得られる．ただし，coincidence limit b0(x, x) = b̃0(x, x) = 1 ((H.4)，(7.27))を用いた．これ
は以前の結果 [11, 15]に一致する．
4次元では (n = 2)，条件 (7.30)は
k + l +m− 1 ≤ 0. (7.33)













































































記号を用いた．[b0] = [b̃0] = 1だから，(7.34)の被積分関数の第 1項はスピノールの添え字に対す




µT a[b̃1] /A[b0] = i(1 + g)ε
µαβγtrT aAγ∂βAα + (1 + g




µT a[b̃0] /A[b1] = i(1 + g)ε
µαβγtrAγT
a∂βAα + (1 + g
2)εµαβγtrT aAαAβAγ . (7.36)
となる．(7.34)の最後の項は以下のように計算できる：













(7.37)の coincidence limitは (H.4), (H.14), (H.15), (7.27)を用いて評価できる．したがって，[
□′trγ5γµT ab̃0 /A′b0
]






εµαβγtr{T a, Aγ}∂βAα −
i
16π2
εµαβγtrT aAαAβAγ , (7.39)









ベクトル場 V (x)と world基底 Eµ(x)
D次元の曲がった空間上に沿って world座標 xµ (µ = 0, 1, 2, . . . , D− 1)をとる．空間の各点に
おける接空間上で xµ に沿った基底ベクトル（接ベクトル）を Eµ(x)とする. Eµ(x)を world基
底と呼ぶ. world基底の内積は
Eµ(x) ·Eν(x) = gµν(x) (8.1)
となる．gµν(x)は計量テンソルである. また，
gµν(x) = gνµ(x) (8.2)
である．
Eµ(x)は一般座標変換





















接空間上にベクトル場 V (x)が与えられたとする. V (x)の µ成分を V µ(x)とすると V (x)は
V (x) = V µ(x)Eµ(x) (8.7)
と表される.




















V µ(x) = gµν(x)Vν(x) (8.11)








と変換することがわかる. これは world 座標の基底ベクトルの変換則 (8.4) と同じ変換則である.
このことから Vµ(x)は world座標の共変ベクトルと呼ばれる. これに対し V µ(x)はこれらとの変
換則の違いから world座標の反変ベクトルと呼ばれる. V µ(x), Vµ(x)は worldベクトルとも呼ば
れる.
ベクトル場 V (x)と world基底 Eµ(x)に独立な基底 ea(x)
次に,曲がった空間の各点における接空間上に world基底 Eµ(x)とは独立に基底ベクトル ea(x)
(a = 0, 1, 2, . . . , D − 1)をとる. ea(x)の内積は
ea(x) · eb(x) = ηab (8.13)
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となる. ηab はMinkowski空間の計量テンソルである．ηab = diag(1,−1, . . . ,−1)である.
ベクトル場 V (x)の a成分を V a(x)とすると V (x)は
V (x) = V a(x)ea(x) (8.14)
とも表される.
local Lorentz変換と local Lorentz基底
曲がった空間の各点において基底ベクトル ea(x)にはとり方の任意性がある.したがって, 接空









と書ける. (8.13), (8.15), (8.16)を満たす (L ba )を Lorentz変換の変換行列という. この変換は接










V a(x) = ηabVb(x) (8.19)
が得られる．このように，ηab, ηab を用いて添え字の上げ下げを行うことができる.
(8.15)に (8.16)を代入すると local Lorentz変換の行列 Lが満たす関係式
L ca L
d

















ベクトル場 V (x) は基底のとり方によらない量だから, V a(x) は local Lorentz 変換のもとで
(8.14), (8.16)および (8.21)より
　 V ′a(x) = Lab(x)V
b(x) (8.23)
と変換することがわかる. (8.19)とこれより Va(x)は local Lorentz変換のもとで
V ′a(x) = L
b
a (x)Vb(x) (8.24)
と変換することがわかる.これは local Lorentz系の基底ベクトルの変換則 (8.16)と同じ変換則で
ある. このことから Va(x) は local Lorentz 系の共変ベクトルと呼ばれる. これに対し V a(x) は
これらとの変換則の違いから local Lorentz系の反変ベクトルと呼ばれる. V a(x), Va(x)は local
Lorentzベクトルとも呼ばれる. これ以降も world座標の添え字をギリシャ文字で, local Lorentz
ベクトルの添え字を ローマ字で表すものとする.
無限小 local Lorentz変換
|ϵ ba (x)|が十分小さいとして L ba (x)を





と展開する.この式を無限小 local Lorentz変換という.これを (8.20)に代入すると







が得られる. これと (8.23)より V a の無限小 local Lorentz変換は

















b (x) = ηab (8.31)
と書ける. すなわち, gµν(x)と ηabとは e µa (x)を通して関係している. e
µ
a (x)は添え字 aに関して
local Lorentzベクトルであり,添え字 µに関して worldベクトルである.この e µa (x)を vielbein
























ν = gµν (8.35)
が得られる.
g = det gµν , (8.36)







曲がった空間では基底 Eµ(x)が空間点ごとに異なる.したがって, worldベクトルの微分 ∂λV µ,
∂λVµ は一般座標変換のもとで共変的に変換しない（一般座標変換の既約表現ではない）.一般座標





































ϕ′(x′) = ϕ(x). (8.44)
したがって，スカラー場に対する共変微分は通常の微分である：
Dµϕ(x) = ∂µϕ(x) . (8.45)
計量テンソル gµν(x)は共変微分に対して定数である：
Dλgµν(x) = ∂λgµν(x)− Γσµλ(x)gσν(x)− Γσνλ(x)gµσ(x) = 0 . (8.46)
曲率テンソル（worldベクトル）








ρν − ∂νΓλρµ + ΓλσµΓσρν − ΓλσνΓσρµ (8.49)
である. Rλρµν は Riemannの曲率テンソルと呼ばれ，添え字の入れ替えに対して






Rµν = Rνµ. (8.52)
また，





local Lorentz 基底 ea(x) は曲がった空間の空間点ごとの接空間で異なる. したがって, local






b(x)) ̸= Lab(x)∂µV b(x). (8.54)
local Lorentz変換のもとで共変的な微分,すなわち,共変微分を構成する. V (x) を x から微小
距離だけ離れた x+ dxに平行移動したものを
V∥(x+ dx) = V
a
∥ (x+ dx)ea(x+ dx) (8.55)
とする. V (x+ dx)
V (x+ dx) = V a(x+ dx)ea(x+ dx) (8.56)
から V∥(x+ dx)を引いたものを DV (x+ dx)とする：
DV (x+ dx) = V (x+ dx)− V∥(x+ dx) . (8.57)
DV (x+ dx)は同一点でのベクトルの差だからベクトルである.
ea(x)を x+ dxに平行移動したものを e∥a(x+ dx)とすると, V∥(x+ dx)は
V∥(x+ dx) = V
a(x)e∥a(x+ dx) (8.58)
と書ける.
ea(x)の µ成分 e µa (x)と ea(x+ dx)の µ成分 e
µ
a (x+ dx)が無限小 local Lorentz変換で











である. ϵ′ ba (x)は dxのオーダーの微小量である.また e
µ















である. ϵ′′ba (x)は dxのオーダーの微小量である.
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e∥a(x+dx)は ea(x+dx)の重ね合わせで表すことができる．すなわち，e µa (x)が e
µ
a (x+dx),
e µ∥a(x+ dx) とそれぞれ無限小 local Lorentz変換で結ばれていることと, ea(x+ dx)が
ea(x+ dx) · eb(x+ dx) = ηab , (8.63)
e∥a(x+ dx)が
e∥a(x+ dx) · e∥b(x+ dx) = ηab (8.64)




a eb(x+ dx). (8.65)
ただし，





である. ϵ ba (x)は dxのオーダーの微小量である．したがって，
ϵ ba (x) = dx
µω ba µ(x) (8.67)
とする. ω ba µ(x)をスピン接続という. (8.26)より
ω ba µ(x) = −ωbaµ(x) (8.68)
であることがわかる. (8.65), (8.66), (8.67)を (8.58)に用いると
V∥(x+ dx) = (V
a(x)− ωabµ(x)V b(x)dxµ)ea(x+ dx) (8.69)
が得られる.ただし,途中 (8.68)を用いた.これと (8.55)を比較すると
V a∥ (x+ dx) = V
a(x)− ωabµ(x)V b(x)dxµ (8.70)
であることがわかる. (8.57)に (8.56), (8.69)を用いると








とする. この式は local Lorentz 変換のもとで共変的に変換することが (8.71) からわかる. (8.72)
を local Lorentzベクトルに対する共変微分という.
共変ベクトル Va に対する共変微分は
DµVa = ∂µVa − ωbaµVb (8.73)
である.
Minkowski空間の計量テンソル ηab は共変微分に対して定数である：
Dµηab = 0 . (8.74)
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曲率テンソル（local Lorentzベクトル）

























a − ωbaµe λb + Γλσµe σa = 0 (8.79)





(e λb Cλµa − e λa Cλµb + e λb e ρa ecµCλρc) (8.80)




V a を vielbeinを用いて






















world座標 xµ の無限小一般座標変換を |ξ|が十分小さいとして
x′µ = xµ − ξµ(x) (8.84)
で定義する.
スカラー場 ϕ(x)の一般座標変換のもとでの変換則は























µ −Dλξµ · V λ (8.91)
と書けることがわかる．
同様にして worldベクトル Vµ に対する Lie微分は
δgcVµ = ξ
λ∂λVµ + ∂µξ









































a − ∂λξµ · e λa (8.97)
である.
無限小 local Lorentz変換（worldベクトル）
world ベクトル V µ, Vµ は local Lorentz 系ではスカラーである. したがって, 無限小 local
Lorentz変換のもとで不変である：
δlLV
µ = 0 , (8.98)
δlLVµ = 0. (8.99)
実際，(8.81)を worldベクトルについて解いた
　 V µ = e µa V
a (8.100)
を (8.98)の左辺に代入し, e µa , V
a の local Lorentz変換に対する変換則を用いると (8.98)が確認














である. 実際, (8.81) を (8.102) の左辺に代入し, eaλ, V
λ の Lie 微分に対する変換則を用いると

















µ = −ξλωabλebµ +Dµξa (8.105)
が得られる.ところが，この式の右辺第１項は local Lorentz変換のもとで共変的に変換しない.
ここで
δcov ≡ δgc(ξ) + δlL(ϵ = ξω) (8.106)
を定義する. ただし，|ξ|が十分小さいとして
　ϵab ≡ ξλωabλ (8.107)





が得られる.ただし, (8.78)を用いた.この式は local Lorentz変換，一般座標変換のもとで共変的
に変換する．
(8.106)を e µa に作用すると，上と同様にして
δcove
µ











スピン 1/2カイラルフェルミオン ψ̃L が重力場 e µa (x)と相互作用する系の作用 S[e
µ
a , ψ̃L, ψ̃L]
は 2n次元空間において














e 1−γ52 ψ を基本的な場とした





local Lorentz 系の計量は ηab = −δab である．したがって，計量 gµν = eaµebνηab の signature
は Euclid 的：sgn gµν = (−,−, · · · ,−) としてある．γa は反エルミートな Dirac のガンマ行列，
γ5 = i
nγµ1γµ2 · · · γµn である．また，Dµ，
←−
Dµ は weight 1/2 のスピノールに対する共変微分で


































[γi, γj ] , (9.4)
{γi, γj} = −2δij (9.5)
である．ただし，Γλλµ は Christoffel記号，ωijµ はスピン接続である．






ab = −λba ≪ 1) (9.6)
のもとで不変である：











































eT[ab] = 0 (9.12)
が得られる．
作用 (9.1)は一般座標変換のもとでも不変である．一般座標変換 xµ → x′µ = xµ − ξµ (ξµ ≪ 1)
を考えるときは e µa に対して変換
δcove
µ
a = −Daξµ (ξµ ≪ 1) (9.13)
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を考える．ただし，δcov = δgc(ξ) + δlL(ξλωabλ)である．(9.13)を用いると作用 (9.1)の一般座標
変換不変性は
δcovS = 0 (9.14)
と書ける．これに運動方程式 (9.9)，(9.10)を用いると
Dµ (eT
µν) = 0 (9.15)
が得られる．ただし，導出の途中で部分積分をした．Dµ は weight 1のテンソルに対する共変微分
である．
整合的エネルギー運動量テンソルと共変的エネルギー運動量テンソル




W [e νb ]. (9.16)
これを (9.12)に用いると
⟨eT[ab]⟩ ̸= 0 (9.17)
となり，local Lorentz不変性が失われる．これを Lorentz異常項という．また，(9.16)を (9.15)
に用いると
Dµ⟨eTµν⟩ ̸= 0 (9.18)
となり，一般座標変換不変性が失われる．これを Einstein 異常項という．Lorentz 異常項と
Einstein異常項は重力異常項と呼ばれる．
(9.16)では，W [e νb ]が発散しているので ⟨eT aµ(x)⟩ はよく定義されていない．エネルギー運動
量テンソル ⟨eT aµ(x)⟩に意味を持たせるために共変的な正則化と整合的な正則化のうち，どちらか
の正則化を適用する．整合的に正則化されたエネルギー運動量テンソル ⟨eT aµ(x)⟩cons は正則化さ




W [e νb ]reg. (9.19)
共変的エネルギー運動量テンソル ⟨eT aµ(x)⟩cov はエネルギー運動量テンソルの真空期待値を一般
座標変換と local Lorentz変換のもとで共変的になるように正則化したものである．これらの期待
値は e µa (x)の汎関数である．汎関数の性質に注意する必要があるときは ⟨eT aµ(x)⟩cov[e νb ] のよう
な記号を用いる．
重力異常項としては整合的エネルギー運動量テンソル ⟨eT aµ(x)⟩cons に対する整合的 Lorentz異
常項
Lconsab ≡ ⟨eT[ab]⟩cons, (9.20)
整合的 Einstein異常項
Eνcons ≡ Dµ⟨eTµν⟩cons (9.21)
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と共変的エネルギー運動量テンソル ⟨eT aµ(x)⟩cov に対する共変的 Lorentz異常項
Lcovab ≡ ⟨eT[ab]⟩cov, (9.22)
共変的 Einstein異常項




















内部積（(odd) inner product）を導入する．内部積を iξ と書く．0-form ω に対して
iξω = 0 (10.1)
を定義する．さらに
iξdx
µ = ξµ, (10.2)
{iξ, dxµ} = 0 (10.3)
を定義する．また
i2ξ = 0 (10.4)
である．iξ を用いて
Lξ = diξ + iξd (10.5)
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を定義すると，p-form ω(p) に対して
Lξ = δξgc (10.6)
であることがわかる．すなわち，Lξ は微分形式に対する Lie微分を表す．また，Lξ は dと可換で
ある：
Lξd = dLξ. (10.7)
スカラー密度 D に対する Lie微分は







µD)dx = 0 (10.9)
が得られる．時空次元が pのとき，p-form ω(p) に対する Lie微分は






























= Dµξν +Dνξµ (10.14)
と書ける．ただし，Dµ は worldベクトルに対する共変微分







gρσ(∂σgλµ − ∂λgµσ − ∂µgλσ) (10.16)
と Riemannテンソル R ρνλµ




















σΓ ρσµ + ∂µξ
σΓ ρλσ − Γ
σ
λµ ∂σξ













Γ ρλµ (10.16)を用いて 1-form












Λ ρµ = −∂µξρ (10.22)
と置くと，(10.18)は
δξgcΓ = LξΓ + TΛΓ (10.23)
と書ける．ただし，添え字 µ，ρを省略し，
TΛΓ = dΛ + [Γ,Λ] (10.24)
とした．同様にして (10.19)は
δξgcR = LξR+ TΛR (10.25)
と書ける．ただし，

























cons − Γ νµρ Tµρcons (10.30)
である．
一般座標変換を表す Lie微分 δξgc が交換関係
[δξ1gc , δ
ξ2





µ = ξλ1 ∂λξ
µ






cons − δξ2gcEξ1cons = E[ξ2,ξ1]cons (10.33)
が得られる．ゲージ理論においては，整合的ゲージ異常項は (4.66)
v ·Gcons(A,F ) =
∫
ω12n−2(v,A, F ) (4.66)
の形で表された．この式の両辺に θ (= odd)を掛け，Λ = θv とすると
Λ ·Gcons(A,F ) =
∫
ω12n−2(Λ, A, F ) (10.34)
となる．ここで，ゲージ理論と重力理論を
Λ→ Λ = (Λ ρµ ), (10.35)
A→ Γ = (Γ ρµ ), (10.36)
F → R = (R ρµ ) (10.37)
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で対応させる．これらを用いて (10.34)を






Λ ρµ = −∂µξρ (10.22)






































































(trΛ2Lξ1Gcons − trΛ1Lξ2Gcons) +
∫
(trΛ2TΛ1Gcons − trΛ1TΛ2Gcons) (10.44)
が得られる．ここで，
LξGcons = ∂λ(ξλGcons) (10.45)
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だから ∫


























µ + [Λ1,Λ2] ·Gcons = E[ξ2,ξ1]cons (10.48)
が得られる．2 番目の等号では (10.41) を用いた．以上より，(10.39) で与えられる Eξcons が
Einstein異常項に対する整合性条件の解，すなわち，整合的 Einstein異常項であることがわかっ
た．(10.38)より












= v · ∂ω2n−1(Γ, R)
∂Γ
(10.50)






第 4章で考えた symmetric inavariant polynomial P (F, F, · · · , F ) で置き換え
F → R (10.52)
をする:
P (F, F, · · · , F )→ P (R,R, · · · , R). (10.53)
ここで，(10.21)より
RT = −R (10.54)
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である．P の性質 2～4を用いると
P (R,R, · · · , R) = (−1)nP (R,R, · · · , R) (10.55)
であることが示せる．n が偶数でないと P (R,R, · · · , R) は値を持たない．したがって，
ω12n−2(Λ,Γ, R) が 0でないためには，時空の次元が 4m− 2次元でなけらばならない．すなわち，
Einstein異常項は 4m− 2次元で現れる．















φµν(x) = δφgµν(x), (10.58)
δξgcφµν(x) = 0 (10.59)
を定義する．これらを用いると













δ̃ξgcgµν = δgcgµν　 (10.62)
とする．一方，




































が得られる．以下では δ̃ξgc も δ
ξ
gc で表すことにする（これによる混乱はないだろう）．(10.66) よ







































µν = −2δφ(Λ ·Gcons[Γ, R]) (10.71)
が得られる．ただし，(10.42)
Eξcons = Λ ·Gcons[Γ, R] (10.42)










gρσ(Dσφλµ −Dλφµσ −Dµφλσ) (10.73)
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が得られる．ただし，




TΛ(B ·X) = −δ(Λ ·Gcons[A,F ]) (4.84)
であった．ここで，









F → R, (10.78)
δ → δφ, (10.79)
B → B = (B ρλµ )dx
λ, (10.80)
Λ→ Λ = (−∂µξρ) (10.81)
を行うと





µν = 2TΛ(B ·X) (10.83)
が得られる．X は (ν − 1)-formである．
次に，(10.83)から δξgc と TΛ を外した式を得ることを考える．
δξgc(B ·X) = δξgc(δφΓ ·X) (10.84)
の右辺を展開すると








gcΓ = δφ(LξΓ + TΛΓ)
= LξB + TΛB (10.87)
と展開できる．ただし，1行目で
δφLξΓ = LξδφΓ, (10.88)
δφTΛΓ = TΛδφΓ (10.89)
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= LξX + TΛX (10.90)
が得られる．これと (10.87)を (10.85)に用いると
δξgc(B ·X) = (LξB + TΛB) ·X +B · (LξX + TΛX)
= Lξ(B ·X) + TΛ(B ·X)
= TΛ(B ·X) (10.91)
が得られる．ただし，2行目で





µν = 2δξgc(B ·X) (10.93)
が得られる．両辺から δξgc を外すと ∫
dxφµνY
µν = 2(B ·X) (10.94)
が得られる．これで (10.83)から δξgc と TΛ を外した式が得られた．この式の右辺は



































gρσ(Dσφλµ −Dλφµσ −Dµφλσ) ∗Xλ µρ
= −
∫
dxφµν(Dσ ∗Xνσµ −Dλ ∗Xλνµ −Dλ ∗Xµνλ) (10.97)
が得られる．これを (10.94)に用い，φµν を外すと
Y µν = −1
2
(Dσ ∗Xµσν+Dσ ∗Xνσµ−Dλ∗Xλµν−Dλ∗Xλνµ−Dλ∗Xµνλ−Dλ∗Xνµλ) (10.98)







gcgµν = Dµξν +Dνξµ (10.99)
とすることを考える．
B|φµν=Dµξν+Dνξµ = δξgcΓ (10.100)
である．これと (10.99)を (10.94)に用いると∫
(Dµξν +Dνξµ)Y
µν = 2B ·X|B=δξgcΓ















µν = δξgcΓ ·X (10.103)
が得られる．この式に





µν = LξΓ ·X − Λ ·DX (10.105)
が得られる．これと (10.42)
Eξcons = Λ ·Gcons[Γ, R] (10.42)
を (10.69)に用いると
Eξcov = Λ ·Gcons + LξΓ ·X − Λ ·DX (10.106)
が得られる．
第 4章でゲージ理論では，共変的ゲージ異常項は
Λ ·DJcov = −nP (Λ, F, · · · , F ) (10.107)
で表されることを見た．この式に
Jcov = Jcons +X (10.108)
と
Gcons = −DJcons (10.109)
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を用いると
Λ ·Gcons − Λ ·DX = nP (Λ, F, · · · , F ) (10.110)
が得られる．この式は重力理論では
Λ ·Gcons − Λ ·DX = nP (Λ, R, · · · , R) (10.111)
に置き換えられる．これを (10.106)に用いると
Eξcov = nP (Λ, R, · · · , R) + LξΓ ·X (10.112)
が得られる．この式の右辺は明白に共変的な形をしていない．ここで，後に示す
LξΓ ·X = n
∫
P (iξΓ, R, · · · , R) (10.113)
を用いる．ここで，





= −∂µξν + ξλΓ νλµ
= −Dµξν (10.114)
を導入する．これと (10.113)を (10.112)に用いると，明白に共変的な形で
Eξcov = nP (M,R, · · · , R) (10.115)
と得られる．
(10.113)の確認
最後に (10.113)が成り立つことを確認する．ν = 2n− 2次元では，(2n− 1)-formは消えるから






= iξΓ · (ΓX +XΓ) + Γ2 · iξX (10.117)
が得られる．同様に





= iξdΓ ·X + dΓ · iξX (10.119)
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が得られる．また，
LξΓ ·X = (diξ + iξd)Γ ·X
= −iξΓ · dX + iξdΓ ·X (10.120)
である．ただし，1行目で部分積分をした．この式に (10.119)を用いると
LξΓ ·X = −iξΓ · dX − dΓ · iξX (10.121)
が得られる．この式から，(10.117)を辺々引くと
LξΓ ·X = −iξΓ ·DX −R · iξX (10.122)
が得られる．ν = 2n− 2次元では，(2n− 1)-formは消えるから


























lA = 0, (10.125)
lF = B (10.126)
である．これらを用いると (4.98)の左辺は































0 = iξΓ ·Gcons − iξR ·X (10.131)
が得られる．ν = 2n− 2次元では，(2n− 1)-formは消えるから
R ·X = 0 (10.132)
である．これを用いると
iξ(R ·X) = 0 (10.133)
が得られる．これと (10.131)を用いると
−R · iξX = iξΓ ·Gcons (10.134)
が得られる．これを (10.122)に用いると
Lξ ·X = iξΓ · (Gcons −DX) (10.135)
が得られる．(10.111)
Λ ·Gcons − Λ ·DX = nP (Λ, R, · · · , R) (10.111)
で
Λ = iξΓ (10.136)
としたものを (10.135)に用いると，結局 (10.113)
LξΓ ·X = n
∫











である．ただし，θab = −θba である．

















































cons − δξgcLθcons = Lξ·∂θcons. (10.143)
ここで，
Lθcons = 0, (10.144)
Eξcons = Λ ·Gcons[Γ, R] (10.145)
は上の 3 つの整合性条件の解である．このとき，Eξcons = Λ · Gcons[Γ, R] をピュア（pure）整合

















Eξcov = nP (M,R, · · · , R) (10.115)
はピュア共変的 Einstein異常項であることがわかった．
次に，ピュア Lorentz異常項の解として，Lθcons ̸= 0，Eξcons = 0の解を探そう．下で見るよう
に，その解は次のように表される：
Lθcons = θ ·Gcons[α,R], (10.148)
Eξcons = 0. (10.149)
ただし，αはスピン接続 αµab に対応する 1-form
αab = αµabdx
µ (10.150)






である．スピン接続は前章までは ω で表していたが，この章での ω と混同を避けるためこの章





































δξgcα = Lξα (10.153)
δξgcR = LξR (10.154)
を用い，4行目で
LξGcons = ∂λ(ξλGcons) (10.155)
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を用い，部分積分をした．このとき，Lθcons = θ ·Gcons[α,R]をピュア整合的 Lorentz異常項とい
う．(10.151)より
RT = −R (10.156)
だから，Einstein異常項と同様に Lorentz異常項も (4m− 2)次元で現れることがわかる．
Einstein異常項と Lorentz異常項を結ぶ counterterm
vielbein eµa を
E = (eµa) (10.157)
と行列表示する．E に δξgc を作用すると
δξgcE = ξ
λ∂λE − ΛE (10.158)
が得られる．E に Lξ を作用すると
LξE = ξλ∂λE (10.159)
が得られる．
TΛE = −ΛE (10.160)
と書き，(10.159)を用いると (10.158)は
δξgcE = LξE − TΛE (10.161)
と書ける．E に δθlL を作用すると
δθlLE = −Eθ (10.162)
が得られる．
ここで，
E = eH (10.163)
によって H を定義する．さらに，
Γt = e
−tHΓetH + e−tHdetH , (10.164)




Γ0 = Γ, (10.166)





























= LξS + TΛS
= TΛS, (10.169)
すなわち，
δξgcS = TΛS (10.170)
と変換する．ただし，3行目で







Λ0 = Λ (10.173)
であり，t = 1のときは (10.160)より
Λ1 = 0 (10.174)
である．(10.164)と (10.172)を用いると
TΛΓt = dΛt + [Γt,Λt] = TΛtΓt (10.175)
が得られる．これを用いると








= dH + [Γt,H] = THΓt, (10.178)
∂Rt
∂t
= [Rt,H] = THRt (10.179)
が得られる．







tr ((TΛH)Gcons(Γt, Rt) +HTΛGcons(Γt, Rt)) (10.180)
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となる．(10.175)と (10.176)より













Λ2 → H, (10.184)
Λ1 → Λt, (10.185)
A→ Γt, (10.186)
















































δξgcS = −Eξcons (10.190)
が得られる．ただし，1行目で (10.177)と (10.182)を用いた．
一方，
Γ = EαE−1 + EdE−1 (10.191)
を (10.164)
Γt = e






















trHGcons(Γ1−τ , R1−τ ) (10.194)
となる．ここで，
ατ = Γ1−τ = e
τHαe−τH + eτHde−τH (10.195)
と置き，
R̃τ = R1−τ = dΓ1−τ + Γ
2
1−τ












trHGcons(ατ , Rτ ) = S
′[E,α] (10.198)
と表される．ただし，
α0 = α, (10.199)
R0 = dα+ α
2 = R (10.200)
である．これらを用いると (10.190)
δξgcS = −Eξcons (10.190)
の導出と同様にして
δθlLS


























trHGcons(ατ , Rτ ) (10.205)





reg = 0 (10.206)






















reg − S. (10.210)
Wreg に δθlL を作用すると
δθlLWreg = 0 (10.211)











































5 = 0 (11.4)




であり，途中，運動方程式を用いた．ψ̃，ψ̃ を量子化したときの Jµ5 の真空期待値 ⟨J
µ
5 (x)⟩は
















化が必要である．⟨Jµ5 (x)⟩に cut-offパラメータ sを有限な値としてGauss型の減衰因子 e−s̸D
2
を
かけて発散を有限に抑えて計算し，最終的に s→ 0の極限をとるとすると，⟨Jµ5 (x)⟩cov は










と書ける． /D が共変的なのでこの式は明らかに共変的であることがわかる．(11.10) で最初に
s→ 0をとると正則化する前の式 (11.8)に戻る．この式の発散をとると重力場における軸性 U(1)
異常項 [67–72]























が得られる．ただし，/∂ = γµ∂µ であり，最初に
∂′µδ(x− x′) = −∂µδ(x− x′) (11.12)

















2trγ5K(x, x; s) (11.13)
と書ける．ただし，K(x, x′; s)はヒートカーネルで
K(x, x′; s) = e−s̸D
2
δ(x− x′) (11.14)





































が得られる．*1ただし，Trは行列 R = (Rµν)の添え字に対するトレースであり，行列M に対す
る公式
detM = exp (Tr lnM) (11.18)
を用いた．ゲージ理論における軸性 U(1)異常項 (2.20)は 2n次元で現れたが，重力理論における
軸性 U(1)異常項は 4n次元で現れることが知られている．












































{γµ, γij} = 2γµij (11.21)
と
δωijλ = −(eaλeiµDj + gµλδaiDj + δai ejµDλ)δe µa (11.22)
を用いた．ただし，添え字につけた は AiBj = 1/2(AiBj −AjBi)を意味する．




子 /D = γµDµ（ /D
†
= /D）の固有値方程式
/Dϕ̃n = λnϕ̃n (λn > 0 , n > 0) , (11.23)
/Dϕ̃−n = −λnϕ̃−n (λn > 0 , n > 0) (11.24)
を考える．ただし，ϕ̃−n ≡ γ5ϕ̃n (n > 0)である．λn は local Lorentz変換と一般座標変換のも








































γ5ϕ̃Ln = −ϕ̃Ln , γ5ϕ̃Rn = ϕ̃Rn (11.29)
が得られる．


























































式 (11.34)に共変的な正則化を用いる．正則化因子としては Gauss型の正則化因子 e−sλ
2
n を用
いて共変的エネルギー運動量テンソル ⟨eT aµ(x)⟩cov を構成する：






















































































となることがわかる．この式に (11.27)と ϕ̃†n = ϕ̃
†














′) = δ(x− x′) (11.43)
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を用いるとヒートカーネルによる表現








が得られる．これは Lorentz 異常項を経路積分の Jacobian として導出した [75] の結果に一致す
る．Lorentz異常項は 4k + 2次元 (k = 0, 1, 2, ...)で現れることが知られている．
共変的 Einstein異常項




























































ij ϕ̃Ln , (11.46)




















Rµνρ +Rνρµ +Rρµν = 0 (11.49)





















が得られる．この式に (11.27)と ϕ̃†n = ϕ̃
†











が得られる．これは Einstein異常項を経路積分の Jacobianとして導出した [75]の結果に一致す





































′) = δ(x− x′) (11.54)
を用いた．また，最終行の Trはガンマ行列のトレースに加えて，関数空間上のトレースも含むこ
とを意味する．Einstein異常項は 4k + 2次元 (k = 0, 1, 2, ...)で現れることが知られている．
2次元における共変的 Lorentz異常項と共変的 Einstein異常項
共変的 Lorentz異常項 (11.44)を


























と展開する．ただし，σ(x, x′)は geodetic bi-scalarであり，D = detD.µν′，D.µν′ = −σ.µν′ であ
る．ただし，.µ は xµ による共変微分を表し，.µ′ は x′µ による共変微分を表す．これを (??)に用
いると










が得られる．ただし，Syngeの記号 f(x, x) = [f(x, x′)]を用いた．これに



















は e µa の局所的な項（counterterm）を加える正則化による不定性の自由度がある．そこで，新し
い共変的エネルギー運動量テンソル ⟨eTab⟩fcov















Dµ⟨eTµν⟩fcov = Dµ⟨eTµν⟩cov = Eνcov (11.65)
となるので，上で加えた countertermは共変的 Einstein異常項を変えない．
11.3 ピュア共変的 Einstein異常項とピュア共変的 Lorentz異常項
との関係式
ピュア共変的 Einstein異常項






Einstein異常項Dµ⟨eTµν⟩cov と Lorentz異常項 ⟨eT[µν]⟩cov が生じる．これらの共変的重力異常項
は Riemann曲率の局所多項式である（Einstein異常項に対しては Riemann曲率の微分も含む）．
正則化による不定性の自由度を用いると，有限で局所的な共変的 countertermを ⟨eTµν⟩cov に加え
ることにより新たな共変的エネルギー運動量テンソルを構成することができる．Lorentz異常項を
countertermとして用いると，Lorentz異常項を生じないエネルギー運動量テンソル
⟨eTµν⟩pEcov = ⟨eTµν⟩cov − ⟨eT[µν]⟩cov (11.66)
が得られる．このエネルギー運動量テンソルからはピュア共変的 Einstein 異常項 Ep covν =








































































µϕ̃R†n · γνDµϕ̃Ln + ϕ̃R†n γνDµDµϕ̃Ln

















































































{γµ, γij} = γµij , (11.75)
Rijµνγ
































































(1 + γ5)ϕ̃n (11.81)
を用いた．
(11.78)に任意の ξν をかけ xで積分し，部分積分をすると∫














′) = δ(x− x′) (11.83)
を用いた．また，最終行の Trはガンマ行列のトレースに加えて，関数空間上のトレースも含むこ
とを意味する．
表式 (11.82)は経路積分の Jacobianとしても導出されている [76]．変換
δsym = δcov(ξ) + δlL(λab = D[aξb]) (11.84)

















られている [74]．また，(11.82)を 4k+4次元 (k = 0, 1, 2, ...)の重力場における軸性 U(1)異常項








































D̃µ = Dµ − ξµ (11.91)
とした．これを用いると








K̃(x, x′; s) = e−s(D̃µD̃
µ−R/4)δ(x− x′) (11.94)
の展開
























となる．(11.96)の s→ 0の極限で sの次数が 0次より高いオーダーの項は消えることを考慮する
と生き残る項の添え字 k は条件
k − n− 1 ≤ 0 (11.97)
を満たすことがわかる．さらに，スピノールの添え字に対するトレースで残る項は γ5 があるた
め最低 2n 個のガンマ行列を含んでいなければならない．付録 J の漸化式 (J.61) と (J.62) から
ãk(x, x) は最大 2k 個のガンマ行列を含むことがわかる．したがって，生き残る項の添え字 k は
条件
2k ≥ 2n (11.98)
を満たす．条件 (11.97)と (11.98)より












































となる．ただし，1行目では ãnに含まれる ξ 1次の項にはガンマ行列が (2n−2)個しか含まれない
ので消えた．また，3行目で部分積分をした．(11.100)よりピュア共変的 Einstein異常項 Ep covν
は，結局，反対称テンソル Lµν を用いて
Ep covν = −DµLµν (11.101)
の形に表されることがわかる [12, 18, 75–78]．この式の導出でヒートカーネルの展開係数 ãn+1 が
ピュア共変的 Einstein異常項に寄与することから，4k + 2次元のピュア共変的 Einstein異常項は




として Lµν を ⟨eTµν⟩pEcov に加える：
⟨eTµν⟩pLcov = ⟨eTµν⟩pEcov + Lµν . (11.102)
実際，(11.101) より Dµ⟨eTµν⟩pLcov = 0 であることがわかる．したがって，ピュア共変的 Lorentz
異常項 Lp covµν は
Lp covµν = ⟨eT[µν]⟩pLcov = Lµν . (11.103)
で与えられる．これを (11.101)に用いると，ピュア共変的 Einstein異常項 Ep covν とピュア共変的
Lorentz異常項 Lp covµν との関係式
Ep covν = −DµLp covµν (11.104)
が得られる．
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11.4 共変的エネルギー運動量テンソルの functional curl
共変的エネルギー運動量テンソルと整合的エネルギー運動量テンソルとの関係式
ここで，1 パラメータ t を持つ vielbein e µa (t) = e
µ
a (x, t) を導入する．これはもとの vielbein
e µa (x)と平坦時空の vielbein δ
µ
a を結びつける：
e µa (x, 0) = δ
µ
a , (11.105)
e µa (x, 1) = e
µ
a (x). (11.106)




a (x)− δµa )や e µa (t) = (etH) µa が考えられる．






を定義する．これは t = 1でもとの有効作用W [e µa ]になる．Wt を用いると有効作用W [e
µ
a ]は







と表される．Wt は tに e µa (t)を通してだけ依存するから







δe µa (x, t)
∂e µa (x, t)
∂t
(11.109)




W [e νb ]. (9.16)
を用いると (11.109)は










⟨eT aµ⟩t = ⟨eT aµ⟩[e νb (t)] (11.111)
を用いた．正則化された有効作用 Wreg[e µa ] を構成するために共変的エネルギー運動量テンソル










































































ν′⟩ = ⟨e(x′)T bν(x′)⟩, e ν
′





















a (x)− δµa ) を用いると (11.113)は




















となる．両辺の共変微分をとると共変的 Einstein 異常項と整合的 Einstein 異常項との関係式を
得る：



































この式の右辺の ⟨eT aµ⟩cov に共変的 Lorentz異常項を生じない ⟨eT aµ⟩pEcov (11.66)













を構成する．この式の両辺の local Lorentz変換 δlLe µa をとると，∫







































































































ab ≡ ⟨eT[ab]⟩cons′ (11.122)
とした．このように，共変的 Lorentz異常項を生じない共変的エネルギー運動量テンソルで有効作
用を構成しても，必ずしも整合的 Lorentz異常項を生じない有効作用とはなっていない．次節から
は (11.121)の共変的エネルギー運動量テンソルの functional crul を具体的に 2次元でヒートカー
ネルの方法を用いることにより評価する．
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11.5 共変的エネルギー運動量テンソルの functional curlの具体形
共変的エネルギー運動量テンソル (11.35)































































λn = −λ−n, (11.124)
ϕ̃n = γ5ϕ̃−n (11.125)
を用い，
















































dx⟨eT aµ(x)⟩covδe µa (x) (11.127)

















































































































′) = δ(x− x′) (11.134)
を用いた．また，Trはスピノールの添え字に関するトレースに加えて，関数空間に関するトレー
スも含む．functional curlは
δ1⟨δ2S⟩5 − δ2⟨δ1S⟩5 (11.135)
を計算することにより得られる．この計算は第 6章の共変的カレントの functional curlのときと
同様にして











ルの funcitonal curlの 2次元での評価
functional curlの 2次元における形式的な具体形
2次元での共変的エネルギー運動量テンソルの functional curlの具体形を考える．付録 (I.9)よ
り一般次元で





















































































































































K(x, x′; s) = e−s̸D
2
δ(x− x′) (11.141)
と定義される．K(x, x′; s)の 2次元での展開を











とする．ただし，σ(x, x′)は geodetic bi-scalarであり，D = detD.µν′，D.µν′ = −σ.µν′ である．





















































































































































gδ(x− x′) +O(s) (11.154)
124
が成り立つ．ただし g = det gµν である．(11.154)を示す．計量の signatureを sgngµν = (+,+)






























































































µξν/2 = (1, 0), (11.168)
3行目で




















d2x′δ(x− x′)f(x′) +O(s) (11.172)
となる．この式から f(x′) をはずし，計量の signature を sgngµν = (−,−) に戻すと (11.154) が











































′, x)] = [a0(x, x
′)] = 1,
trγ5γ
bγa = −2iεba (11.174)






































aA.ν′ − Ã.ν′µγaA− ÃγaA.µν′
)
(11.176)





















gδ(x− x′) +O(s) (11.154)






















′).µ] = [a0(x, x
′).ν′ ] = 0,
[a0(x, x
′)] = [a0(x
























































を考える．この項は積分変数 αの変換 α→ 1− αでキャンセルすることがわかる：


























も前項 (11.181)と同様に積分変数 αの変換 α→ 1− αでキャンセルすることがわかる：











































d2x′ [□δ(x− x′)]µν′ V ν
′
(x′) = gµν□V ν (11.188)













































































d2ξ(1, ξα, ξαξβ , ξαξβξγ)e−gµνξ
µξν/2 = (1, 0, gαβ , 0) (11.196)
を用いた．この式に




















































































(x′) = gµν□V ν(x) (11.203)
とした．(11.202) から V ν
′
(x′) をはずし，計量の signature を sgngµν = (−,−) に戻すと，
(11.187) が得られる．(11.187) を (11.186) に用いると s → 0 の極限で O(s) の項は消え，










































































































d2x′ [□δ(x− x′)]µν′ V ν
′







































































































µξν/2(1, ξα, ξαξβ , ξaξβξγ , ξaξβξγξδ, ξaξβξγξδξη)
= (1, 0, gαβ , 0, gαβgγδ + gαγgβδ + gαδgβγ , 0) (11.217)
を用いた．この式に
F,µ̄(0) = −Vµ(x)








































































d2x′ [□δ(x− x′)]µν′ V ν
′




















とした．(11.222) から V ν
′
(x′) をはずし，計量の signature を sgngµν = (−,−) に戻すと，
(11.207) が得られる．(11.207) を (11.206) に用いると s → 0 の極限で O(s) の項は消え，
































































































































































d2x′ [□δ(x− x′)]µν′ W ν
′























ab′ ]□V νb (11.233)
が得られる．いま，
[□′Aab′ ] = 0, (11.234)
[Dα′A
ab′ ] = 0, (11.235)
[Aab
′
] = Aab (11.236)
だから (11.233)は
[□′W ν′ ] = Aab□V νb (11.237)
であることがわかる．これを (11.230)に用いると∫











c′ = □V νb (11.239)
133
を (11.238)に用いると∫































































































































ν′ ] = [Dν′Dµ′A














] = Aab, (11.250)
[Dµ′A
ab′ ] = [Dν′A





















































































































































































































(ecµedν′ − ecν′edµ)R, (11.264)





































































µ − δaµ (11.269)
で定義する．これらを用いると (11.267)は































δlLE = λE, λ
T = −λ (11.275)√














dxte(t)trE−1(t)εE−1T (t)HT δlLE (11.277)
となる．任意の 2× 2行列 X に対して














































dxθ(trE − 2e) (11.281)
と求まる．ただし，
EεET = εdetE, (11.282)
ε2 = −1 (11.283)
を用いた．
発散項 (11.281)の有効作用に対する countertermを探す．まず，












































































































(xp̂y − yp̂x)Y = −i (11.297)
が得られる．この式の左辺には直交座標 (x, y, z)で表した z 軸まわりの角運動量演算子 L̂z
L̂z = xp̂y − yp̂x (11.298)
が現れている．これを用いると (11.297)は
L̂zY = −i (11.299)
















































































































































































δe = −eeaµδe µa , (11.314)































































































































R = eaµebνRabµν (11.322)
140
で定義した．また，
Rabµν = ∂µωabν − ∂νωabµ + ωacµωcbν − ωacνωcbµ (11.323)

















































































µ − εbcecµeaν)δ1e µa δ2e νb
]
(11.328)










































































第 6章ではヒートカーネルの方法を用いて共変的カレントの functional curlを具体的に評価し
た．これは functional curlがデルタ関数型の振る舞いをするということの直接的な証明を与える．
得られた functional curlの具体的な形はただちに Bardeenと Zuminoにより与えられた共変的カ
レントと整合的カレントとの関係式 [11,15]に導く．第 7章では Osabeと Suzukiによる共変的カ
レントと整合的カレントの差 [20]にヒートカーネルの方法を適用し，2次元と 4次元で評価した．
結果は Bardeenと Zuminoの結果 [11,15]に一致する．第 11章では Banerjeeらの議論 [15] を重
力異常項に適用し，共変的エネルギー運動量テンソルと整合的エネルギー運動量テンソルとの関係
式を考察した．この関係式は共変的エネルギー運動量テンソルの fuctional curlで表される．













るために用いた対称な共変的エネルギー運動量テンソル ⟨eTµν⟩pEcov[e λb (t)]による具体的な計算は，






















を不変にする N ×N の行列 U による１次変換
ψ′(x) = Uψ(x) (A.3)
があるとする．このとき，U は，
U†U = 1 (A.4)
を満たす．したがって，
U† = U−1 (A.5)
である．すなわち，U はユニタリーである．このような U 全体 U(N)は次の 1～3の群（group）
の定義を満たす：
1. 積が閉じている：
U1 ∈ U(N), U2 ∈ U(N) =⇒ U1U2 ∈ U(N) . (A.6)
これは，
U†1U1 = 1, U
†
2U2 = 1 =⇒ (U1U2)
†
(U1U2) = 1 (A.7)
であるから，満たされる．
2. 単位元がある：
1 ∈ U(N) . (A.8)
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これは，
　 1†1 = 1 (A.9)
であるから，満たされる．
3. 逆元がある：
U ∈ U(N) =⇒ U−1 ∈ U(N) . (A.10)
これは，
























U = 1+ iX ∈ U(N) (A.14)







































= eiθT ∈ U(N) (A.19)
147
が得られる．ただし，(A.15)を用いた．すなわち，無限小変換を無限回すると有限の変換が得られ
る．一般に，任意の実数 θ に対して eiθT ∈ U(N) であるとき，T は U(N)の無限小変換を表す．




　α, β ∈ u(N)⇐⇒ α† = α, β† = β (A.20)
である．αと β がエルミートであれば，s, t ∈ Rのとき，
　 (sα+ tβ)† = sα+ tβ (A.21)
である．したがって，α, β ∈ u(N)ならば，
　 sα+ tβ ∈ u(N) (A.22)
であることが言える．すなわち，u(N) はベクトル空間である*1．したがって，基底 T a ∈
u(N) (a = 1, . . . , N2) を考えると便利である．基底ベクトルであるエルミート行列 T a を用
いて，任意の α ∈ u(N)は，
α = αaT a (A.23)





















T a, T b ∈ u(N) ならば， 1i
[
T a, T b
]
∈ u(N) であることを示す*2：T a, T b ∈ u(N) のとき，































T a, T b
]
もまたベクトル空間 u(N)の元であるから，実数の展開係数を fabc
とおけば，基底 T a を使って展開できる：[
T a, T b
]
= ifabcT c . (A.28)








T a, T b
]))
(A.29)
と決まる．trの性質から，fabc は，(a, b, c)に関し完全反対称であることがわかる．
Jacobi恒等式
一般に，行列 T a に対して，以下の式が成立する：[
T a,
[












T a, T b
]]
= 0 . (A.30)
この式で，交換関係（A.28）を用いると，構造定数が満たす恒等式












　λn > 0 (B.2)
とする．規格化条件は， ∫
dDxϕ†nϕn = 1 (B.3)
である．式（B.1）に左から D を作用させると，
DD† (Dϕn) = λ
2
n Dϕn (B.4)
となる．すなわち，Dϕn は DD† の固有値 λ2n に属する固有関数である．そこで，適当な定数 Aを
用いて，








nϕn =⇒ DD†φn = λ2n φn (B.7)
が言えた．すなわち，D†D の固有関数 ϕn を与えると，それに応じて DD† の固有関数 φn が決ま
ることが言えた．
定数 Aは規格化条件 ∫



















Dϕn = λn φn (B.11)
が得られる．この式に左から D† を作用させて，式（B.1）を用いると，










となる．すなわち，D†φn は D†D の固有値 λ2n に属する固有関数である．そこで，適当な定数 B
を用いて，








n φn =⇒ D†Dϕn = λ2nϕn (B.16)





n ϕn ⇐⇒ DD†φn = λ2n φn (B.17)
































ψ(x)→ ψ′(x) = eiα(x)
1− γ5
2 ψ(x) (C.3)
ψ(x)→ ψ′(x) = ψ(x) e−iα(x)
1+ γ5
2 (C.4)










































































≡ P (x)DD†P−1(x) (C.10)
と変換する．ただし，

























ϕ′n(x) ≡ S(x)ϕn(x) (C.16)
153
とすると，












φ′n(x) = P (x)φn(x) (C.19)
とおくと，φ′n(x)が D
′D ′† の固有値 λ2n をもつ固有関数であることが示せる．したがって，D
†D，
DD† の固有値 λ2n はゲージ変換のもとで不変である．
式（C.19）両辺のエルミート共役をとると，





共変的カレント ⟨Jµa(x)⟩cov の局所 U(N)ゲージ変換



























































































= ⟨Jµa(x)⟩cov − fabcαb(x)⟨Jµc(x)⟩cov (C.23)
となる．すなわち，変化分 δ⟨Jµa(x)⟩cov は，
δ⟨Jµa(x)⟩cov = ⟨Jµa(x)⟩′cov − ⟨Jµa(x)⟩cov
= −fabcαb(x)⟨Jµc(x)⟩cov (C.24)
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δ cb∂′ν − f cebAeν(x′)
}
Tµν ab(x′)δ(x− x′) = Tµν ab(x)
{




δ cb∂′ν − f cebAeν(x′)
}










′) · δ cbTµν ab(x′)δ(x− x′)− f cebAeν(x)Tµν ab(x)f(x)















dx′f(x′)δ cb∂′νδ(x− x′)− f cebAeν(x)Tµν ab(x)f(x)




δ cb∂′ν − f cebAeν(x′)
}






















δ cb∂′ν − f cebAeν(x′)
}
δ(x− x′) = 0 (E.8)
のとき，























































4sξ) を ξ で Taylor 展開し，f,µ1µ2···µl = ∂
lf/∂xµl · · · ∂xµ2∂xµ1 とした．
公式 ∫






(δµ1µ2δµ3µ4 · · · δµ2k−1µ2k + permutations) (l = 2k)






































K(x, x′; s) (G.1)
と境界条件
K(x, x′; 0) = δ(x− x′) (G.2)
を満たす．K(x, x′; s)の展開を以下のように仮定する：










a0(x, x) = 1 (G.4)
が得られる．(G.1)から ak に対する漸化式
(x− x′)µDµa0 = 0, (G.5)
(k + 1)ak+1 + (x− x′)µDµak+1 +DµDµak +
i
2
γµγνFµνak = 0 (k ≥ 0) (G.6)
が得られる．
(G.4)と (G.5)から a0(x, x′)はゲージ群における平行移動を表す行列であることがわかる [25]．
したがって，a0(x, x′)にはガンマ行列 γµ が含まれていないことは明らかである．(G.6)から Dµ
はガンマ行列を含んでいないので ak+1(x, x′)は ak(x, x′)より 2個多くガンマ行列を含むことがわ
かる．これらのことから，ak(x, x′)に含まれるガンマ行列の最大個数は 2k であることがわかる．






































[b0] = 1 (H.4)
を得る．ただし，coincidence limitを記述するのに Syngeの記号 [f ] = f(x, x)を用いた．(H.1)
より以下の bk に対する漸化式
(x− x′)µDµb0 = 0, (H.5)
(k + 1)bk+1 + (x− x′)µDµbk+1 + (DµDµ + P )bk = 0 (k ≥ 0) (H.6)
が得られる．ただし，等式
/D /Dg = DµD
µ + P (H.7)
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と



















(1 + g)∂αAβ + i
(





を用いた．ただし，γµν = 12 [γ
µ, γν ]. である．漸化式 (H.5)，(H.6)と (H.4)から以下の coincidence
limit が得られる [25]:





[b1] = −P. (H.13)




(1 + g)Aα −
i
2
































(1 + g)∂αAβ + i
(






















である．これを e µa について変分すると









γλγij = γλij + eiλγj − ejλγi (I.3)
を (I.2)に用いると





















a = 0 (I.5)
を e µa について変分すると得られる

















δωijλ = −(eaλeiµDj + gµλδaiDj + δai ejµDλ)δe µa (I.8)
を（ただし，添え字につけた は AiBj = 1/2(AiBj −AjBi)を意味する）(I.7)に用いると，結局



















J.1 geodetic intervalと geodetic parallel displacementに関係した
coincidence limit
曲がった空間でのデルタ関数の具体形
2n 次元空間の曲がった空間での δ 関数の具体形は Gauss 型の関数を用いて以下のように書
ける：







ただし，計量の signatureは Eucilid的：sgn gµν = (−,−)であり，e(x) = deteaµ(x)，σ(x, x′) は
geodetic interval (bi-scaler)である. σ の signatureは
σ(x, x′) < 0 (J.2)
である．明らかに














. = σ . (J.5)
ただし，.µ は xµ による共変微分を表し，.µ′ は x′µ による共変微分を表すものとする．
geodetic parallel displacement
• geodetic parallel displacement bi-vector gµν′
x′ にある vector V ν
′
(x′)を測地線に沿って xまで平行移動する操作を gµν′(x, x
′)とする：







σ ρ. gµν′.ρ = 0 , (J.7)
σ ρ
′
. gµν′.ρ′ = 0 . (J.8)
gµν′ の coincidence limitは
lim
x′→x
gµν′ = gµν (J.9)








ρ = gµρ , gν′µg
µ











ν = gµν , gσµ′g
σ
ν′ = gµ′ν′ (J.13)
が得られる．(J.11)，(J.13)から
gµν′ = gν′µ (J.14)
168
が得られる．(J.13)の両辺の detより
det gµν′ = g
1/2g′1/2 (J.15)
が得られる．
• geodetic parallel displacement bi-spinor I(x, x′)
x′ にある spinor ψ(x′)を測地線に沿って xまで平行移動する操作を I(x, x′)とする：
ψ∥(x) = I(x, x
′)ψ(x′) . (J.16)
これを用いると以下が導かれる：
σ µ. I.µ = 0 , (J.17)
σ µ
′
. Ĩ.µ′ = 0 . (J.18)
ただし，
I ≡ I(x, x′) , (J.19)
Ĩ ≡ I(x′, x) (J.20)
とした．I(x, x′)の coincidence limitは
[I(x, x′)] = 1 (J.21)
である．
coincidence limits 1
geodetic interval σ の coincidence limitは明らかに
[σ] = 0 (J.22)
である．これと (J.4)の両辺の coincidence limitから




. σ.µν , (J.24)
σ.νσ = σ
µ
. σσ.µν + σ
µ
. σ.µνσ , (J.25)
σ.νστ = σ
µ
. στσ.µν + σ
µ
. σσ.µντ + σ
µ
. τσµνσ + σ
µ
. σ.µνστ , (J.26)
σνστρ = σ
µ
. στρσ.µν + σ
µ
. στσ.µνρ + σ
µ
. σρσ.µντ + σ
µ
. σσ.µντρ + σ
µ
. τρσ.µνσ
+ σ µ. τσ.µνστ + σ
µ
. ρσ.µνστ + σ
µ
. σ.µνστρ . (J.27)
169
(J.23)と (J.25)より
[σ.µν ] = gµν (J.28)
であることがわかる．(J.26)で共変微分の順番を入れ換え，coincidence limitをとると









[gνµ′gνσ] = [Dσµ′ ] (J.31)
となる．ただし
Dµν′ ≡ −σ.µν′ (J.32)
とした．(J.31)より
[Dµν′ ] = gµν (J.33)
であることがわかる．ここで
D ≡ detDµν′ (J.34)
とおくと
[D] = g (J.35)
が得られる．(J.4) の両辺の共変微分を次々にとり，coincidence limit をとる．そして，(J.28)，
(J.33)を用いると以下が得られる：
[σ. νσ′τ ] = [σ. νσ′τ ′ ] = 0 , (J.36)
[σ. νστ ′ρ] = −
1
3
(Rτνσρ +Rρνστ ) , (J.37)
[σ. νσ′τ ′ρ] =
1
3
(Rσνρτ +Rτνρσ) . (J.38)
ただし，(J.37)を導出するとき Bianchiの第 1恒等式
Rσντρ +Rντσρ +Rτσνρ = 0 (J.39)
を用いた．(J.17)の両辺の共変微分をとり，coincidence limitをとると
[I.µ] = 0 (J.40)
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が得られる．(J.17)の両辺の共変微分を 2回とり，coincidence limitをとると

























































が得られる．ただし，Rµν は Ricci tensorである．
J.2 ヒートカーネルの方法
















K(x, x′; s = 0) = δ(x− x′) (J.51)
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を満たす．ただし，Rはスカラー曲率である．K(x, x′; s)の展開を以下のように仮定する：









































































































































































. = σ (J.4)
および（J.45）






























































σ µ. a0.µ = 0 , (J.61)












ak . (k = 0, 1, 2, · · · ) (J.62)
（J.17），（J.21）と（J.53），（J.61）より
a0(x, x









R = eaµebνRabµν (K.2)
で定義する．ただし，
Rabµν = ∂µωabν − ∂νωabµ + ωacµωcbν − ωacνωcbµ (K.3)





となる．(K.3)の e µa による変分は
δRabµν = Dµδωabν −Dνδωabµ (K.5)
である．ただし，
Dµδωabν = ∂µδωabν − ωcaµδωcbν − ωcbµδωacν − Γλνµδωabλ (K.6)
とした．δωklβ の具体形は
δωklβ = −(eaβekµDl + gµβδakDl + δai ejµDβ)δe µa (K.7)




ekαelβδRklαβ = −2Dk(ηalekµDl + el µδakDl + δakelµDl)δe µa
= 2eaµ□δe µa − 2DaDµδe µa (K.9)
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